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我々は日 「々時の流れ」の中で生きてい
ます．命あるものもいつかは死に，形ある
ものもいつかは壊れます．日々の生活の中
でこれは当然のことですが，物理学にとっ
ては古くからの大問題であり，「時間の矢」
と呼ばれています．厳密に言うと時間の矢
とは，時間が正の向きに進むに従って，あ
る特定の現象（例えば物が壊れること）の
方が，その時間反転の現象（物が形作られ
ること）よりも頻繁に起こることを指しま
す．ビデオを見て，それが順回しか，それ
とも逆回しかがわかる場合，そのビデオに
映っている状況には時間の矢が存在してい
ます．
なぜこれが物理学にとって大問題である

かというと，「弱い相互作用」を除く 3つ
の相互作用が時間反転対称性を持っている
からです．微視的なレベルで運動を記述す
る方程式のほとんどは，ニュートンの運動
方程式，マクスウェル方程式，シュレー
ディンガー方程式を含めて時間反転対称な
微分方程式です．したがって，それら微分
方程式の解も時間反転対称であるのが当然
のように思われます．実際に，理想的な調
和振動子のビデオ映像は順回しか，それと
も逆回しかを答えられないでしょう．しか
し現実には時間反転対称性を破る現象があ
ふれています．それを物理学はどのように
説明すればよいのでしょうか．
本稿では特に微視的な量子力学に話を

絞って，時間の矢が現れる仕組みを明らか
にします．例えば輻射場中の二準位原子を
考えましょう．励起状態にある二準位原子
は光子を放出して次第に基底状態へ崩壊す
ると考えるのが自然ですし，それが実験で
も観測されるところです．理論的には通常
は「アインシュタイン係数」を使って議論
されますが，そこでも基底状態への崩壊が
結論されます．しかし，この現象は明らか

に時間の矢を持っています．もとの量子電
磁力学（QED）は時間反転対称な学問体系
なのに，なぜこういうことが起こるので
しょうか．
我々はこの問題を 2段階に分けて解き明
かします．まず第 1段階で，無限体積中の
シュレーディンガー方程式には，時間反転
対称性を破る解が存在することを示します．
元の方程式の時間反転対称性を反映して，
そのような解は必ず互いに時間反転対称な，
「崩壊状態」と「成長状態」のペアで現れま
す．（歴史的には，これらは「共鳴状態」・
「反共鳴状態」と呼ばれてきました．）
実は，ここまではこれまでにも多くの議
論があります．しかし時間の矢が現れるこ
とを説明するためには，なぜ崩壊状態が卓
越して選ばれるのかまで示す必要がありま
す．これが，これまでの議論で欠けていた
点でした．それに対して我々は，数学的に
厳密な議論を経て以下のことを示しました．
初期条件問題，つまり「ある状態が初期条
件として与えられたときに，その後，何が
起こるかを問う問題」の場合には自動的に
崩壊状態が選択され，逆に終末条件問題，
つまり「ある状態が終末条件として与えら
れたときに，その前に，何が起こったかを
問う問題」の場合には自動的に成長する解
が選択されるのです．（これは，遅延グリー
ン関数と先進グリーン関数を定義するとき
に付与する微少量の符号を論理的に説明し
たことになっています．）輻射場中の二準
位原子の問題は初期条件問題なので，崩壊
状態が卓越して選択されます．
ただし，通常の二準位原子の議論では全
時刻で純粋な指数関数的減衰しか得られま
せん．それに対して我々の議論では短時間
領域で指数関数的減衰ではなく，徐々に成
長状態から崩壊状態に切り替わる様子も確
認できました．

―Keywords―

開放量子系：
興味ある量子系を中央に据え，
それが無限自由度の外界と結
合しているとき，その全体を
開放量子系と呼びます．量子
散乱問題は最も簡単な開放量
子系です．量子系が熱浴と結
合している場合も開放量子系
であり，最近の非平衡統計物
理学の進展の中で盛んに研究
されています．開放量子系の
ハミルトニアンは一般に非エ
ルミートで，離散固有状態と
して共鳴状態を持ちます．

非エルミート性：
通常はエルミートとされるハ
ミルトニアンも，ヒルベルト
空間（通常の規格化ができる
関数空間）の外の関数に対し
ては非エルミート演算子とし
て振る舞うことがあります．
実際に共鳴状態に対してはハ
ミルトニアンは非エルミート
になり，複素固有値を持ちま
す．開放量子系には規格化で
きない関数も存在できるので，
開放量子系を表す有効ハミル
トニアンとして，非エルミー
トなハミルトニアンの研究が
盛んになりつつあります．

共鳴状態：
多くの場合，散乱問題の S行
列の極として定義されますが，
ハミルトニアンの特殊な境界
条件下での固有状態としても
定義できます．ハミルトニア
ンの持つ時間反転対称性を破
る解であり，崩壊現象を記述
するので，本文では崩壊状態
と呼んでいます．時間反転な
解である反共鳴状態（本文で
は成長状態と呼びます）とペ
アで，ヒルベルト空間の外に
規格化できない固有関数とし
て現れます．

量子力学における「時間の矢」
羽田野直道　〈東京大学生産技術研究所　hatano＠
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本記事の長さは通常の「最近の研究から」記事の規定を
超過しておりますが，編集委員会の判断によりこのまま
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1.　「時間の矢」とは
本稿では我 （々共同研究者Gonzalo Ordonez氏と私）の最
近の研究 1, 2）に基づき，微視的な量子力学に話を絞って，
時間の矢が現れる仕組みを明らかにします．上述の輻射場
中の二準位原子の崩壊に対する「アインシュタイン係数」
は以下のような議論です（例えば文献 3，4を参照）．N個
の光子のある輻射場中の励起原子が光子を 1個放出して励
起状態から基底状態に落ちる「誘導放出」の確率は，N＋1

個の光子の輻射場から原子が光子を 1個吸収して励起され
る確率とちょうど等しく，真空に光子を放出して基底状態
に落ちる「自然放出」の分だけ放出確率が吸収確率よりも
大きいので，全体として基底状態に落ちてゆくことになり，
時間反転対称性が破れています．
この議論で時間反転対称性が破れるのは，ユニタリー時
間発展 exp（－i Ht）を近似してユニタリー性を破ってし
まっているからです．最も簡単な議論ではフェルミの黄金
律の計算のために exp（－i Ht）を摂動展開します．Wigner-

Weisskopfの方法ではマルコフ近似を使うことでユニタ
リー性を破ります．他にも時間反転対称性の破れを知らぬ
間に導入してしまっている理論を時折見かけます．しかし，
現実に観測される時間の矢が近似のために引き起こされる
という説明は納得できるものではなく，時間の矢の説明は
他に求める必要があります．
本稿の問題をより明確にするために，ここで時間の矢を
分類しておきましょう（例えば文献 5，6を参照）．まず「力
学的時間の矢」は，微視的な運動方程式の記述する現象が
時間の矢を持つ問題です．理想的な調和振動子のビデオ映
像は順回しか，それとも逆回しかを答えられませんが，現
実の力学的振動子ではやがて振幅が減衰するので，順回し
か逆回しかが答えられます．これは，振動子の力学的エネ
ルギーが周囲の自由度に散逸するからです．このことから，
力学的時間の矢は無数の自由度が関わる問題であることが
見て取れます．本稿の問題も力学的時間の矢に属します．
その他に有名な時間の矢として「熱力学的時間の矢」が
あります．これは熱力学第 2法則が時間反転対称性を破っ
ている問題です．熱力学は主に巨視的な系を扱うため，力
学的時間の矢と区別して考えた方がよいでしょう．時間の
矢は「粗視化」が原因であるという説がありますが，7）こ
れは熱力学的時間の矢にだけ当てはめられる説明です．
「宇宙論的時間の矢」は，宇宙が今まさに膨張している
ことを指します．もし遠い未来に宇宙が収縮に転じたとし
て，原子は励起し始めるのか，エントロピーは減少し始め
るのか，といった疑問に確信を持って答えられる人はいな
いのではないでしょうか．
「心理学的時間の矢」は，我々が過去を記憶しているの
に未来は記憶していないことを指します．これが我々の
「時の流れ」の感覚を生んでいると思われます．一見，物
理学の対象ではないようですが，我々の脳はエントロピー
増大則を利用して記憶しているという説もあり，将来的に

は物理学の興味深い対象であると思います．
この節の最後に，より根源的な問題に触れておきます．
リードページでも述べたように，時間の矢の問題において
は，あくまで時間は正の向きに進むことを前提としていま
す．本稿でも，時間の正の向きは決まっているとして，あ
くまでその中で起こる物理現象を議論します．それでは，
そもそも時間の正の向きは何で決まるのでしょうか．これ
は，さらに大きな問題として考えられるべきであり，本稿
の範囲を超えますので，これ以上は述べません．

2.　「対称性の破れ」と「時間の矢」
以上はいずれも興味深い問題ですが，本稿では最初の

「力学的時間の矢」の中でも特にシュレーディンガー方程
式に限定して話を進めます．シュレーディンガー方程式は
時間反転対称な微分方程式なのに，なぜ輻射場中の原子は
いつも基底状態に崩壊するのかという問題です．
ここで時間の矢の問題には，単なる時間反転対称性の破
れの問題に加えて，対称性の破れた状態がどのように選択
されるかという別の問題が含まれていることを強調してお
きましょう．そこでまず，イジング模型における自発的対
称性の破れを復習します．全スピンを同時に反転する操作
に対してイジング模型のハミルトニアンは対称ですが，2

次元以上の無限に大きな強磁性イジング模型では相転移が
起こり，低温相では自発的に対称性が破れます．多数のス
ピンが上を向いている状態と下を向いている状態の 2つの
解が現れ，無限系ではそれらは互いに有限ステップで行き
来できません．現実には，どちらか一方の解が偶然に選ば
れます．
以下で第一に示すのも，無限に大きな系では，時間反転
対称な微分方程式が時間反転対称性を破る解を持つ場合が
あるということです．そして，元の方程式の対称性を反映
して，そのような解は互いに時間反転対称な「崩壊する解」
と「成長する解」のペアで現れます．ここまでは，イジン
グ模型の自発的対称性の破れに状況が似ています．しかし，
これだけでは時間の矢の問題の解決にはならない点に注意
が必要です．時間の矢とは，時間が正に進むときに，崩壊
する解が成長する解より頻繁に現れるという現象です．イ
ジング模型では 2状態のどちらが選ばれるかは誰も気にし
ませんが，時間の矢の問題では，崩壊する解がより多く選
ばれる理由まで示さないと解決にならないのです．
例えば，よく行われる「再帰時間」を使った説明は，こ
の条件を満たしていません．輻射場中の励起原子は最初は
崩壊するでしょうが，輻射場が有限体積のキャビティーに
閉じ込められていれば，原子はいつかは初期状態に戻って
きます．それにかかる時間が再帰時間です．キャビティー
を大きくすれば再帰時間は長くなり，無限に大きくなれば，
戻ってくるのに無限時間を待たなければいけないことにな
ります．こうして時間の矢が生じるというのが再帰時間に
よる説明です．これは，無限に大きな系で時間反転対称性
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を破る解が現れることを示唆しています．以下の第 3節で
も，これを別の方法で示します．しかし再帰時間の説明は，
なぜ崩壊する解が卓越して選ばれるのかということについ
て何も言っていません．もちろん崩壊するのが「自然」な
のですが，それがなぜ「自然」なのかを説明することこそ
時間の矢の問題解決に不可欠なもう一つの段階なのです．
本稿では，その説明を第 5節・第 6節で与えます．

3.　第 1段階：「共鳴状態」（崩壊状態）と「反共鳴
状態」（成長状態）
前置きが長くなりましたが，いよいよ本論に入ります．
まず，第 1段階としてシュレーディンガー方程式が時間反
転対称性を破る解を持ち得ることを示します．古くから知
られている「共鳴状態」を導入するために，散乱状態の透
過確率を見てみましょう．図 1（a）の井戸型ポテンシャル
の透過確率が図 1（b）です．いくつも共鳴ピークがありま
す．実は透過確率の式を複素エネルギーに解析接続すると
多くの極があり（図1（c）），共鳴ピークは，これら「共鳴極」
における発散の裾野を実エネルギー軸上で見ているのです．
透過確率はグリーン関数（ E－H ）－1の要素に比例するの
で，透過確率の極はグリーン関数の極でもあります．した
がって共鳴極はハミルトニアンHのスペクトルの一部，離
散固有値の一種であると考えることができます．この固有
状態が歴史的に「共鳴状態」と呼ばれてきました．
実際に，共鳴状態は定常シュレーディンガー方程式の解
として定義することができます．解が

| x |→∞ において　ψ（  x）∝ei k | x | （1）

となるという「Siegert境界条件」を課して定常シュレー
ディンガー方程式を解くと共鳴状態が得られます．8‒11）こ
れが透過確率 T（ E）の極に対応していることは以下のよう
にしてわかります．透過確率は，図 1（a）の散乱状態にお
いて入射波の振幅A（ E）と透過波の振幅C（ E）から T（ E）＝
|C（ E）/A（ E）| 2と求められます．したがって透過確率 T（ E）

の極は，散乱状態の入射波振幅A（ E）のゼロ点に相当しま
す．12）つまり共鳴状態は入射波Aがなく，反射波Bと透過
波Cという外向波のみからなります．これが Siegert境界
条件の意味するところです．
図 1（c）と（d）は，実際に井戸型ポテンシャル（図 1（a））
の場合に Siegert境界条件の下で求めた離散的固有状態の
固有エネルギー｛  En ｝と固有波数｛  kn ｝です．補遺 1（サプル
メンタルマテリアル）に計算方法を示しました．学部生で
も追える簡単な計算ですので，是非ご覧になって下さい．
言葉の定義のため，図 1（c）と（d）の離散固有値を分類し
ておきます．まず複素波数平面（図 1（d））で正の虚軸上に
ある解（緑点）は，波動関数が遠方でψn（  x）∝e－țn | x |（țn>0）
となることからわかるように，通常の束縛状態です．複素
エネルギー平面（図 1（c））では負の実軸上にあります．次
に複素波数平面の第 4象限，複素エネルギー平面の下半面
にある解（赤点）が「共鳴状態」です．波動関数（1）に時間
依存性も加えた形

Ψn（  x, t）＝ψn（  x）e－i En  t～ei kn | x |－i En  t （2）

を考えると（ただしħ＝1），波数 knの実部が正，エネルギー
Enの虚部が負なので，粒子が遠方に逃げ，それに応じて
波動関数が時間と共に指数関数的に減衰することを表して
います．つまり「共鳴状態」は崩壊する解です．誤解を避
けるため，以下では歴史的な呼び名「共鳴状態」の代わり
に「崩壊状態」という名称を使うことにします．
一方，複素波数平面の第 3象限，複素エネルギー平面の

上半面にある解（青点）は歴史的に「反共鳴状態」と呼ばれ
ています．波数 knの実部が負，エネルギーEnの虚部が正
なので，粒子が遠方から入射し，それに応じて波動関数が
時間と共に増大することを表しています．つまり「反共鳴
状態」は成長する解であり，崩壊状態の時間反転対称な解
になっています．以下では「反共鳴状態」を「成長状態」と
呼ぶことにします．
以上をまとめると，シュレーディンガー方程式は時間反

図 1　（a）井戸型ポテンシャル．散乱問題では入射波Aei kxに対し
て反射波Be－i kxと透過波Cei kxを仮定．以下ではV0＝1，a＝1，ħ＝
2m＝1として計算．（b）定常シュレーディンガー方程式の散乱状
態の透過確率 Tのエネルギー依存性．（c）透過確率 T（E）の複素
エネルギー平面上の極．（d）それに対応する複素波数平面上の極．
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転対称ですが，その解が時間反転対称性を破ることがあり
ます．ただし図 1（c）と（d）にもあるように，必ず互いに
複素共役な固有値を持つ崩壊状態と成長状態のペアで現れ
ます．両者が複素共役であることは厳密に証明できます．
補遺 2（サプルメンタルマテリアル）をご参照下さい．
系が無限大でないと崩壊状態が現れないことに注意して
下さい．系に端があれば，そこで反射波Bや透過波Cが跳
ね返ってくるため，上の議論が成り立たなくなります．反
射波や透過波が無限遠方に逃げ去ってしまうことが，時間
反転対称性を破るのに本質的なのです．
なお，複素波数平面の負の虚軸上にも解が存在する場合
があり，歴史的に「反束縛状態」と呼ばれていますが，議
論を省略します．これらがポテンシャル散乱の場合に存在
する，全ての「離散状態」（離散固有値を持つ状態）です．

4.　第 1段階（続）：「共鳴状態」についての 2つの
疑問
以上は古くから研究されていることなのですが，残念な
がら研究者の中には「共鳴状態」を「非物理的」であるとし
て未だに信用しない方も多いようです．そこで崩壊状態と
成長状態についての 2つの典型的な疑問を提示し，それに
対する私なりの答えを示します．13）

まず，井戸型ポテンシャルのハミルトニアンはエルミー
トなのに，なぜ複素固有値を持つのでしょうか．ハミルト
ニアンは確かにヒルベルト空間内ではエルミート演算子な
のですが，複素固有値を持つ崩壊状態と成長状態は実はヒ
ルベルト空間内にはなく，そこではハミルトニアンはエル
ミートではないのです．図 1（d）からわかるように，崩壊
状態も成長状態も波数 knの虚部は負です．したがって，
波動関数（1）は遠方で発散します．その状態に対してハミ
ルトニアンは非エルミートなのです．（実際に運動エネル
ギーの期待値が複素数になることを補遺 3（サプルメンタ
ルマテリアル）で示します．13）簡単な計算ですので，是非
ご覧下さい．）そのため，固有値が複素数になっても良い
のです．
上の説明から直ちに，これらの状態を規格化できないこ
とへの疑問を持たれる方もいるかも知れません．これが
「共鳴状態」に不信感を持つ研究者が多い主な理由のよう
です．確かに崩壊状態や成長状態は全空間では規格化でき
ないのですが，次のような意味で確率解釈が可能です． 
ポテンシャルの存在する領域［－a, a］よりも広い領域
［－L, L］（ L>a）で，波動関数（2）の確率密度を積分すると，

2 2 Im 2| | | |Ψ � d e dn
L Lt E

n n n
L L

N t x t x ψ x x¨ ¨－ －
（ ）= （ ） = （ ）   （3）

となります．崩壊状態では Im En<0なので時間と共に指
数関数的に減衰します．一方，上述のように崩壊状態では
粒子は遠方に逃げています．したがって，確率を保存する
ためには逃げる粒子を追いかけねばならず，それに応じて
確率密度の積分範囲［－L, L］を広げるべきという考えに

至ります（図 2）．粒子の速度は運動量を質量で割ったもの
と見なすと，状態ψnの粒子の速度は（ħ＝1にしているの
で）波数の実部Re kn /m（>0）であると推測できます．そこ
で式（3）において Lを L（t）＝t Re kn /m＋const.と定義し直す
とNn（t）が定数であることを証明できます．補遺 4（サプ
ルメンタルマテリアル）をご参照下さい．13）このことから，
波動関数が空間遠方で指数関数的に発散する分と，時間的
に指数関数で減衰する分が打ち消し合って確率保存が成り
立つことがわかります．つまり，波動関数が空間遠方で発
散するのは確率解釈のためにむしろ必要なことなのです．
物理的には，崩壊状態や成長状態の遠方での発散は以下
のようにして理解できます．多粒子理想気体を考えましょ
う．粒子間相互作用がないので，以上で議論してきた一粒
子問題の確率密度が多粒子問題の粒子密度に読み替えられ
ます．すると波動関数の発散は，大量の粒子が遠方にある
ことを意味します．ところが，図 1（a）のように無限遠方
まで平らなポテンシャルのまま空間が続いているというこ
とは現実にはあり得ず，実際にはどこかに検出器や入射装
置などの「粒子浴」が存在するでしょう．波動関数の遠方
での発散は，ポテンシャルの存在する領域よりもずっと多
くの（巨視的な数の）粒子が粒子浴内に存在していること
を意味していると思われます．
このように，中央に興味ある有限自由度系があり，それ
が無限自由度を持つ外界と結合している系を開放量子系と
呼び，最近，量子基礎論や非平衡統計物理学の分野で盛ん
に研究されています．多くの場合，中央の有限自由度系を
閉じた系とした場合の離散固有状態と，無限自由度の外界
の連続固有状態が，弱く結合しているとして摂動論を展開
します．両者が強く結合している場合は，中央系の離散固
有状態の一部の時間反転対称性が破れて崩壊状態や成長状
態に転化し，有限次の摂動を超えた効果が現れるのです．

5.　第 2段階：崩壊状態・成長状態による完全系
以上で第 1段階の説明を終え，第 2段階として，なぜ崩
壊状態が卓越して選ばれるのかを示します．「共鳴状態」
の議論は量子力学の初期から存在していました 14）が，常に
崩壊状態の卓越する理由が明確に示されていませんでした．
模型としては図 3のように無限空間に不純物が付属して
いる一粒子模型を考えます．ハミルトニアンHの詳細は

図 2　時間と共に確率密度の積分範囲を半透明青領域から半透明赤領域へ
赤矢印に従って広げると，同時に波動関数は緑矢印に従って指数関数的に
減衰し，積分範囲内の確率は保存される．13）
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補遺 5（サプルメンタルマテリアル）を参照して下さい．不
純物 dを二準位原子の励起状態に模せば，基底状態に崩壊
して遠方に光子が放出される状況が模式的に表されている
と見なせます．我々は図 3（b）の模型（1つの不純物に半無
限の鎖が 2本ついている）を，不純物が 2つ以上，半無限
の鎖が 3本以上の場合にも拡張しています．1）なお，ポテ
ンシャル散乱についても以下と同様の議論があります．18）

時刻 t＝0において粒子が不純物 d上にあったとして，時
刻 tにおいて粒子が同じ不純物上に存在する「残存確率」
を求めましょう．時刻 t＝0での状態 |ψ（0）〉＝|  d〉に対して，
シュレーディンガー方程式の解は形式的に |ψ（t）〉＝e－i Ht |  d〉
と書けます．したがって残存確率は P（t）＝|〈d  |ψ（t）〉| 2＝
|〈d  |  e－i Ht |  d〉| 2で与えられます．補遺 6（サプルメンタルマテ
リアル）で P（t）が偶関数であることを証明します．実際
に図 4の青実線のように振る舞います．
さて残存確率の振幅は，グリーン関数を用いて

i i1 1| | | |d e d d d e d
2 i

Ht Et

C
A t E

π E H¨－ －（ ）=〈 〉= 〈 〉－   （4）

と表せます．ここで積分路Cは複素エネルギー平面上で，
連続的な散乱状態（図 5で正の実軸上の橙線）と離散的な
束縛状態（図 5で負の実軸上の緑点）を囲むようにとりま
す（図 5の黒実線）．これらの状態で完全系を張ることが
わかっているからです．19）

我々はこのグリーン関数が，別の完全系を使って
| |d d1| |d d n n

nn

ψ ψ
E H E E�〈 〈〉 〉〈 〉=－ －   （5）

の形に分解できることを示しました．1, 2, 17）ここで和は全
ての離散状態についてとります．つまり束縛状態だけでな
く，崩壊状態や成長状態も和に含みますが，逆に連続状態

は含みません．証明は論文を参照して下さい．1, 2, 17）

崩壊状態や成長状態は空間遠方で発散しますが，この展
開では不純物上での振幅だけが関係するので，適切な規格
化をとれば発散の問題は起こらないこともポイントの一つ
です．不純物などのポテンシャルが存在する領域だけに限
定した空間では，離散状態だけで完全系が張られるのです．
全ての離散状態は限定された空間内で，単位行列でない測
度に基づいた正規直交性を持ちます．

6.　第 2段階（続）：崩壊状態・成長状態の自動的
な選択
分解（5）のもう一つ重要なポイントは，この時点ではま
だ時間反転対称性は保たれているということです．崩壊状
態と成長状態の両方が対称的な形で含まれているからです．
いよいよ，時間反転対称性を破る崩壊状態と成長状態の
中から，なぜ崩壊状態が卓越して選ばれるのかをピンポイ
ントで示します．展開（5）を確率振幅（4）に代入すると

ie d
Et

C n
E

E E¨
－

－   （6）

という形の積分が現れます．
ここで残存確率P（t）を t>0において求めたいとします．
この場合，図 5の積分路のうち，実軸のわずか上方にある
積分路Cの寄与が大きくなってしまいます．そこでその部
分を図 5黒破線C  ′のように下半面に動かすと，被積分関数
の因子 e－i Etのために遠方の積分を抑制できます．そのと
き同時に下半面にある崩壊状態の極（図5で下半面の赤点）
を拾います．この議論から，t>0の残存確率P（t）では崩壊
状態の寄与が大きくなることがわかります（図 4の赤破
線）．1, 2）逆に，t<0における残存確率では成長状態の寄与
が大きくなります（図 4の緑鎖線）．
つまり，時間反転対称性の破れにおいては，時刻の符号
があたかもイジング模型の磁場のように働くのです．正の
時刻 t>0の場合には崩壊状態が優先的に選択され，負の
時刻 t<0の場合には成長状態が優先的に選択されます．言
い換えると，初期条件問題，つまり「ある状態が初期条件
として与えられたときに，その後，何が起こるかを問う問
題」の場合には自動的に崩壊状態が選択され，逆に終末条
件問題，つまり「ある状態が終末条件として与えられたと
きに，その前に，何が起こったかを問う問題」の場合には
自動的に成長状態が選択されるのです．1）（図 4では時刻

図 3　（a）無限連続空間に 1つの不純物 dが付属している模型．15, 16）（b）無
限に長いタイト・バインディング鎖に 1つの不純物 dが付属している模
型．1, 2, 17）

図 4　図 3（b）の模型の残存確率（青実線），その崩壊状態成分（赤破線）と
成長状態成分（緑鎖線）．不純物ドット dの化学ポテンシャルを 0.2，ドッ
トと無限長鎖の間のホッピングを 0.4とした．2）

図 5　積分路C（実線）と，その変形C  ′（破線）．負の実軸上の緑点が束縛状
態，下半面の赤点が崩壊状態，正の実軸上の橙線が散乱状態．
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t＝0でP（0）＝1となっているので，t>0で崩壊するのが当
然のように見えるかも知れませんが，その他の状態からで
も t>0では崩壊が起こります．補遺 6（サプルメンタルマ
テリアル）の図 S2を参照して下さい．）
我々は普段から「自然に」初期条件問題を問いがちなの
で，崩壊状態を見ることが多いのです．ここまで説明して
くると当然のことのように思えますが，我々が初期条件問
題を問いがちなのは，実は冒頭に挙げた「心理学的時間の
矢」が原因であると考えると，これが決して当然ではない
ことがわかります．心理学的時間の矢のために，我々がそ
れを当然と感じてしまうだけなのです．
最後に強調しておきたいのは，我々の議論では崩壊状態
や成長状態が自動的に選択されている点です．これは，遅
延グリーン関数と先進グリーン関数を定義するときに分母
に付与する微少量の符号を論理的に説明したことになって
います．上の議論では，なぜ t>0で崩壊状態が卓越するの
かを示すために積分路を変更しましたが，もちろん積分路
を変更せずに計算しても同じ答えが得られます．積分（6）
をそのまま計算し，その結果の重みを式（5）に従って計算
すれば，図 4のように成長状態から崩壊状態へと自動的に
切り替わります．また，切り替わりが徐々に起こることも
わかります．これは t ～0付近で，崩壊状態や成長状態の
寄与よりも積分路C  ′からの寄与の方が大きいためです．
これまでに「共鳴状態」を使って時間反転対称性の破れ
を議論した研究もありましたが，それらでは狙った崩壊現
象に対応する崩壊状態を「手で」選んでいました．20‒25）そ
の議論では，t>0においては崩壊状態を，t<0においては
成長状態を，人間が選択する必要があります．（グリーン関
数の分母の微少量の符号を人間が選択するのと同じです．）
崩壊状態は t<0では発散してしまい，成長状態は逆に t>0

で発散してしまうからです．残存確率P（t）を偶関数にす
るためには，t＝0で選択を「手で」切り替える必要があり
ます．そのため，成長状態から崩壊状態へと徐々に切り替
わることも知られていませんでした．我々の手法では崩壊
状態や成長状態を「手で」選んでいるのではなく，式（5）
の分解係数を計算すると，自動的に，しかも徐々に成長状
態から崩壊状態への切り替わりが起こります．
図 4から，成長状態から崩壊状態へと徐々に切り替わる

のにかかる時間は，残存確率が t ～0付近で放物的に減衰
する時間領域「ゼノ時間」26）に対応していることがわかり
ます．2）ゼノ時間領域において残存確率が指数関数的減衰
ではなく放物的減衰をすることが，「量子ゼノ効果」27）に
とっては本質的です．残存確率が純粋な指数関数的減衰か
らずれるのは，t ～0付近で積分路C  ′からの寄与が大きい
からです．積分（4）を詳細に検討すると，t ～0付近で放物
的（1－at  2の形）になり，t→∞で冪的になることも示せま
す．1）

7.　まとめ
冒頭に戻って，輻射場中の二準位原子に対する「アイン
シュタイン係数」の問題に答えましょう．時間反転対称性
が破れて原子が崩壊する理由は，次の 2つの要素の組み合
わせです．まず第 1段階で示したように，輻射場の体積が
無限大の場合，シュレーディンガー方程式には時間反転対
称性を破る崩壊状態と成長状態が現れます．外向きの輻射
場が鏡などで反射されずに永遠に外向きに走るということ
がポイントです．なお，途中で述べたように，現実には外
向きの輻射場は検出器に吸収されて戻ってこないというこ
とに対応しています．
次に第 2段階で示したように，アインシュタイン係数の
問題は初期条件問題なので，崩壊状態と成長状態のうちで
優先的に崩壊状態が選択されます．このようにしてアイン
シュタイン係数に力学的時間の矢が現れることがわかりま
した．通常のアインシュタイン係数の議論では純粋な指数
関数的減衰しか得られませんが，我々の議論では量子ゼノ
効果に対応する放物的減衰も同時に示せます．
最後に，本稿での議論は全て純粋状態に対するものでし
た．同様の議論をリウビル・フォンノイマン方程式に適用
して，混合状態についても扱えないかと検討中です．28）逆
に，近年は巨視的な系の純粋状態によるダイナミクスから
熱平衡化やエントロピー増大則を導く研究も現れていま
す．29‒32）私の知る限り，時間反転対称性が破れる理由をピ
ンポイントで指し示した議論はまだないようです．今後，
こちらの方向の研究の進展も期待されます．
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Arrow of Time in Quantum Mechanics
Naomichi Hatano

abstract:　The arrow of time is a big and long-standing problem of 

physics. It refers to a situation in which one phenomenon is more often 

observed than its time-reversal counterpart as time goes by. We pin-

point the instance at which the arrow of time appears in microscopic 

Tuantum mechanics. :e first shoZ that the 6chr|dinger eTuation� de-

spite that it is time-reversal symmetric, can harbor eigenstates that 

break time-reversal symmetry. The eigenstates always appear as a pair 

of those which are time reversal to each other, namely decaying and 

growing eigenstates. We next show that the decaying eigenstates excel 

in the initial-state problem for t>0, whereas the growing ones domi-

nate in the terminal-state problem for t<0. This explains why a two-

state atom in a radiation field alZays decays as in the theory of the 

(instein coefficients.

 

本記事では，本会HPの会員専用ページにおいてサプルメンタルマテリ
アルを掲載しています．
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αϓϧϝϯλϧϚςϦΞϧ

Δʮ࣌ؒͷ໼ʯɿิҨ͚͓ʹֶྗࢠྔ

Ӌా໺௚ಓ ⟨ ౦ژେֶੜٕ࢈ज़ڀݚॴ hatano@iis.u-tokyo.ac.jp⟩

ิҨ 1. Ҫܕށϙςϯγϟϧͷڞ໐ঢ়ଶ

͜͜Ͱ͸ɺຊจୈ 3અͷڞ໐ঢ়ଶͷٻΊํΛ࣮ԋ͠·͢ɻղ͘ํఔࣜ͸Ҫܕށϙςϯγϟϧʢຊจਤ 1(a)ʣ

V (x) =

⎧
⎨

⎩
−V0 |x| < aͷ৔߹ɺ

0 ͦΕҎ֎
(S1)

ʹର͢ΔఆৗγϡϨʔσΟϯΨʔํఔࣜ

Hψ =

(
− !2
2m

d2

dx2
+ V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x) (S2)

Ͱ͢ɻΑ͘͝ଘ͡ͷΑ͏ʹɺ཭ࢄղͰ͋Δଋറঢ়ଶͱ࿈ଓղͰ͋Δࢄཚঢ়ଶ͕ଘ͠ࡏ·͕͢ɺຊจʹ͋ΔΑ͏ʹɺଋറঢ়

ଶҎ֎ʹ΋཭ࢄղͱͯ͠ڞ໐ঢ়ଶ΍൓ڞ໐ঢ়ଶ͕ଘ͢ࡏΔͷͰ͢ɻ

ຊจࣜ (1)ͷʮSiegertڥք৚݅ʯ

|x| → ∞ʹ͓͍ͯ ψ(x) ∝ eik|x| (S3)

Λ՝ͯ͠ఆৗγϡϨʔσΟϯΨʔํఔࣜ (S2)Λղ͘ͱڞ໐ঢ়ଶ͕ಘΒΕ·͢ɻS1, S2, S3, S4) Ҫܕށϙςϯγϟϧ (S1)ͷ৔߹

ʹ͸ɺSiegertڥք৚݅͸୯७ʹ

ψ(x) ∝

⎧
⎨

⎩
e−ikx x ≤ −aʹ͓͍ͯ

eikx x ≥ aʹ͓͍ͯ
(S4)

Ͱ͢ɻύϦςΟʹΑΔ෼ྨ΋ར༻͠ɺؔۮ਺ղ ψ(x) = ψ(−x)ʹ͍ͭͯ

ψ(x) =

⎧
⎨

⎩
F cos(k′x) 0 ≤ x < aͷ৔߹ɺ

Ceikx x > aͷ৔߹ɺ
(S5)

਺ղؔح ψ(x) = −ψ(−x)ʹ͍ͭͯ

ψ(x) =

⎧
⎨

⎩
F sin(k′x) 0 ≤ x < aͷ৔߹ɺ

Ceikx x > aͷ৔߹ɺ
(S6)

ͱ෼͚ͯղ͘ͱྑ͍Ͱ͠ΐ͏ɻ͜͜Ͱ

k′ =

√
k2 +

2mV0

!2 (S7)

Ͱ͢ɻ܎਺ C ͷ߲͕ Siegertڥք৚݅ (S3)ʹ૬౰͠·͢ɻ

ֶ෦ͷྔֶྗࢠͷ໰୊ͱಉ༷ʹ઀ଓ৚݅

ψ(a− 0) = ψ(a+ 0) (S8)

ψ′(a− 0) = ψ′(a+ 0) (S9)

Λ՝͠·͢ɻؔۮ਺ʹ͍ͭͯ

F cos(k′a) = Ceika (S10)

−Fk′ sin(k′a) = Cikeika, (S11)
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͍ͯͭʹ਺ؔح

F sin(k′a) = Ceika (S12)

Fk′ cos(k′a) = Cikeika, (S13)

ͱͳΓ·͢ɻลʑΛׂΔͱɺ௒ӽํఔࣜ

ik =

⎧
⎨

⎩
−k′ tan(k′a) ਺ղͷ৔߹ɺؔۮ

k′ cot(k′a) ਺ղͷ৔߹ɺؔح
(S14)

͕ಘΒΕ·͢ɻ͜ΕΒํఔࣜͷղ͕཭ࢄతʹಘΒΕ·͢ʢຊจਤ 1(d)ʣɻͦΕΛ {kn}ͱॻ͘͜ͱʹ͢ΔͱɺΤωϧΪʔݻ
༗஋͸ En = !2kn2/(2m)Ͱ͢ʢຊจਤ 1(c)ʣɻ͜ΕΒෳૉղ {En}΋γϡϨʔσΟϯΨʔํఔࣜͷݻ༗ঢ়ଶͰ͢ɻ

ิҨ 2. ่յঢ়ଶͱ੒௕ঢ়ଶͷෳૉڞ໾ੑ

͜͜Ͱ͸ɺ่յঢ়ଶʢڞ໐ঢ়ଶʣͱ੒௕ঢ়ଶʢ൓ڞ໐ঢ়ଶʣ͕ඞͣෳૉڞ໾ͳϖΞͰݱΕΔ͜ͱΛࣔ͠·͢ɻ·ͣɺϋ

ϛϧτχΞϯH ͕࣌ؒ൓సରশͰ͋Δͱ͠·͢ɻ࣌ؒ൓సରশૢ࡞Λ T ͱॻ͘ͱɺ

[H,T ] = 0 (S15)

ͱ͍͏͜ͱͰ͢ɻ

ͯ͞ɺϋϛϧτχΞϯH ʹରͯ͠ɺ͋Δෳૉݻ༗஋ En Λ࣋ͭݻ༗ঢ়ଶ |ψn⟩͕͋ͬͨͱ͠·͠ΐ͏ɻͭ·Γ

H|ψn⟩ = En|ψn⟩ (S16)

ͱ͠·͢ɻ͔ࠨΒ࣌ؒ൓సରশૢ࡞ T Λԋࣜͨ͠ࢉ

TH|ψn⟩ = TEn|ψn⟩ (S17)

ʹ͓͍ͯɺࠨล͸ަ܎ؔ׵ (S15)͔Β T ͱH ɺӈลͰ͸͕͢·͠׵ަ͕ En ͕ En
∗ ͱͳΓ·͢ɿ

HT |ψn⟩ = En
∗T |ψn⟩. (S18)

ͳͥͳΒɺྔֶྗࢠʹ͓͚Δ࣌ؒ൓సରশૢ࡞ T ͸ɺෳૉڞ໾ૢؚ͕࡞·ΕΔ͔ΒͰ͢ɻ

͜͜Ͱɺࣜ (S18)͕ࣔ͢ͷ͸ɺH ͸ෳૉݻ༗஋ En
∗ ΋࣋ͪɺͦͷݻ༗ঢ়ଶ͸ T |ψn⟩Ͱ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Γ·͢ɻͭ·Γ

|ψn⟩่͕յঢ়ଶͳΒ T |ψn⟩͸੒௕ঢ়ଶͰ͋Γɺ྆ऀͷݻ༗஋͸͍ޓʹෳૉڞ໾Ͱ͋Δ͜ͱ͕ࣔͤ·ͨ͠ɻ

ิҨ 3. ϋϛϧτχΞϯͷඇΤϧϛʔτੑ

่յঢ়ଶʢڞ໐ঢ়ଶʣͱ੒௕ঢ়ଶʢ൓ڞ໐ঢ়ଶʣͷଘ͢ࡏΔؔ਺ۭؒ͸ෳૉ೾਺ฏ໘ʢຊจਤ 1(d)ʣͷԼ൒໘Ͱ͢ɻ͜

Ε͸ෳૉΤωϧΪʔฏ໘ʢຊจਤ 1(c)ʣͷୈ̎ϦʔϚϯ໘ʹ૬౰͠·͢ɻ͜ͷؔ਺ۭؒͰ͸ɺࣜ (S2)ͷϋϛϧτχΞϯ

H = − !2
2m

d2

dx2
+ V (x) (S19)

͸ඇΤϧϛʔτԋࢠࢉʹͳΓ·͢ɻ͜ΕΛ͔֬Ί·͠ΐ͏ɻ

Τϧϛʔτԋࢠࢉʹରͯ͠͸ɺʮ೚ҙͷঢ়ଶʯʹؔ͢Δظ଴஋͕࣮਺ʹͳΓ·͢ɻ࣮ࡍʹɺϋϛϧτχΞϯ (S19)͸ L2

Ͱऩଋ͢Δؔ਺ʢࣗ৐Մੵ෼ؔ਺ʣʹ͍ͭͯظ଴஋͕࣮਺ʹͳΓ·͢ͷͰɺͦͷΑ͏ͳؔ਺ۭؒʢώϧϕϧτۭؒʣͰ͸

ΤϧϛʔτԋࢠࢉͰ͢ɻ

͔͠͠ɺԕํͰൃ͢ࢄΔ่յঢ়ଶ΍੒௕ঢ়ଶͷ೾ಈؔ਺ʹରͯ͠͸ظ଴஋͕Ұൠʹෳૉ਺ʹͳΓ·͢ɻ͜ΕΛ͔֬ΊΔ

ͨΊɺಛʹӡಈΤωϧΪʔͷظ଴஋Λௐ΂ͯΈ·͠ΐ͏ɻ෦෼ੵ෼Λ͏ߦͱS5)

⟨ψn|
d2

dx2
|ψn⟩ = lim

L→∞

∫ L

−L
ψn

∗ψn
′′dx = lim

L→∞

[
ψn

∗ψn
′]L
x=−L

− lim
L→∞

∫ L

−L
ψn

′∗ψn
′dx (S20)

ͱͳΓɺӈลୈ߲̎͸࣮਺Ͱ͕͢ɺӈลୈ߲̍͸༗ݶͷ Lʹରͯ͠Ұൠʹෳૉ਺Ͱ͢ɻࣗ৐Մੵ෼ؔ਺ʹରͯ͠͸ L → ∞
Ͱ͜ͷ߲͕θϩʹͳΔͷͰظ଴஋͕࣮਺ʹͳΔͷͰ͕͢ɺ่յঢ়ଶ΍੒௕ঢ়ଶʹରͯ͠͸͜ͷ߲͸ൃ͠ࢄ·͢ɻ͜͏ͯ͠ɺ
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ӡಈΤωϧΪʔ͕ඇΤϧϛʔτͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Γ·͢ɻ͜ͷͨΊɺϋϛϧτχΞϯ (S19)ͷݻ༗஋͕ෳૉ਺ʹͳͬͯ΋

͓͔͋͘͠Γ·ͤΜɻ

ࣜ (S20)ͷ෺ཧతͳҙຯΛ໌Β͔ʹ͢ΔͨΊʹɺۭ̏࣍ؒݩʹ֦ு͢Δͱ

Im

∫

Ω
⟨ψ|H|ψ⟩dV = − !

2m
Re

∫

∂Ω
⟨ψ|p̂n|ψ⟩dS (S21)

ͱ͍͏౳͕ࣜূ໌Ͱ͖·͢ɻS5) ͜͜Ͱɺࠨล͸ۭ̏࣍ؒݩͷ͋Δ༗ྖݶҬ Ω಺ͷମੵ෼ɺӈล͸ͦͷྖҬͷද໘ ∂Ω্ͷ

໘ੵ෼Ͱ͢ɻ·ͨ p̂n͸ɺӡಈྔͷද໘ ∂ΩʹԖ௚ͳ੒෼Ͱ͢ɻӈล͕ࣜ (S20)ͷӈลୈ߲̍ʹ༝དྷ͠·͢ɻҰํͰɺ࣌ؒ

ґଘ͢ΔγϡϨʔσΟϯΨʔํఔࣜ

i! d

dt
|Ψ(x, t)⟩ = H|Ψ(x, t)⟩ (S22)

Λ༻͍Δͱ

d

dt

∫

Ω
⟨Ψ(x, t)|Ψ(x, t)⟩dV =

2

! Im

∫

Ω
⟨Ψ|H|Ψ⟩dV (S23)

ͱ͍͏౳ࣜ΋ূ໌Ͱ͖·͢ɻS5) ͭ·Γɺ͋ΔྖҬ಺ͷཻࢠ਺ͷ࣌ؒมԽ͸ϋϛϧτχΞϯͷظ଴஋ͷڏ෦Ͱද͞Ε·͢ɻ

̎ͭͷࣜ (S21)ͱ (S23)Λ૊Έ߹ΘͤΔͱɺ

d

dt

∫

Ω
⟨Ψ(x, t)|Ψ(x, t)⟩dV = − 1

m
Re

∫

∂Ω
⟨ψ|p̂n|ψ⟩dS (S24)

ͱͳΓɺ͋ΔྖҬ಺ͷཻࢠ਺ͷ࣌ؒมԽ͸ɺͦͷྖҬ͔Βग़͍ͯ͘ӡಈྔྲྀଋʹൺྫ͢Δͱ͍͏ɺࣗવͳ݁࿦͕ಘΒΕ·

͢ɻࣜ (S20)͸ɺͦͷ̍࣍ݩ൛Ͱ͋ΔͱཧղͰ͖·͢ɻͭ·Γɺӈลୈ߲̍͸ɺྖҬ [−L,L]ͷࠨӈ୺͔Βग़ͯ͘ߦӡಈྔ

ྲྀଋΛද͍ͯ͠·͢ɻ

ิҨ 4. ֬཰อଘͷূ໌

ຊจࣜ (3)ͷ֬཰͕อଘ͢Δ͜ͱΛূ໌͠·͠ΐ͏ɻͨͩ͠ L͸

L(t) = t
Re !kn

m
+ const. (S25)

ͱஔ͖͑׵

Nn(t) =

∫ L(t)

−L(t)
|Ψn(x, t)|2 dx (S26)

ͱ͠·͢ɻͳ͓ɺϙςϯγϟϧ͕ଘ͢ࡏΔྖҬ [−a, a]ΑΓ΋ [−L(t), L(t)]͕ඞͣ͘޿ͳΔΑ͏ʹͱΓ·͢ɻ͜ͷͱ͖

Ṅn(t) =

∫ L(t)

−L(t)

(
d

dt
|Ψn(x, t)|2

)
dx+ L̇(t)

(
|Ψn(L(t), t)|2 + |Ψn(−L(t), t)|2

)
(S27)

=

∫ L(t)

−L(t)

(
d

dt
|Ψn(x, t)|2

)
dx+

Re !kn
m

(
|Ψn(L(t), t)|2 + |Ψn(−L(t), t)|2

)
(S28)

ͱͳΓ·͢ɻ

ࣜ (S28)ͷӈลୈ߲̍͸ࣜ (S23)ͱಉ͡ม͕ܗͰ͖·͢ɻ࣌ؒґଘ͢ΔγϡϨʔσΟϯΨʔํఔࣜ

i! d

dt
Ψn(x, t) = HΨn(x, t) =

(
− !2
2m

d2

dx2
+ V (x)

)
Ψn(x, t) (S29)

Λ༻͍Δͱɺ

d

dt
|Ψn(x, t)|2 = Ψn(x, t)

∗ 1

!
d

dt
Ψn(x, t) +Ψn(x, t)

1

!
d

dt
Ψn(x, t)

∗ (S30)

= − i

!Ψn(x, t)
∗HΨn(x, t) +

i

!Ψn(x, t)H
∗Ψn(x, t)

∗ (S31)

=
1

i!
[
Ψn(x, t)

∗HΨn(x, t)− (Ψn(x, t)
∗HΨn(x, t))

∗] (S32)

=
2

! Im (Ψn(x, t)
∗HΨn(x, t)) (S33)
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ͱͳΓ·͢ɻ͕ͨͬͯࣜ͠ (S28)ͷӈลୈ߲̍͸

∫ L(t)

−L(t)

(
d

dt
|Ψn(x, t)|2

)
dx =

2

! Im

∫ L(t)

−L(t)
Ψn(x, t)

∗HΨn(x, t)dx (S34)

ͱͳΓ·͢ɻ͜Ε͸ࣜ (S23)ʹ૬౰͠·͢ɻ

࣍ʹɺࣜ (S34)ͷӈลʹ͓͍ͯɺϋϛϧτχΞϯH ͷ͏ͪͰϙςϯγϟϧͷ߲ V (x)ʹؔ͢Δੵ෼͸࣮਺Ͱ͢ɻࣜ (S20)

͔ΒΘ͔ΔΑ͏ʹɺࣜ (S34)ӈลͷੵ෼݁Ռͷڏ෦͸ӡಈΤωϧΪʔͷڥք߲͔Βੜ͡·͢ɻͭ·Γ

2

! Im

∫ L(t)

−L(t)
Ψn(x, t)

∗HΨn(x, t)dx = − !
m

Im

∫ L(t)

−L(t)
Ψn(x, t)

∗Ψ′′
n(x, t)dx (S35)

= − !
m

Im [Ψn(x, t)
∗Ψ′

n(x, t)]
L(t)
−L(t) (S36)

Ͱ͢ɻͱ͜ΖͰɺຊจࣜ (1)ͷ Siegertڥք৚͔݅Βɺ೾ಈؔ਺ ψn(x)͸ |x| = ±L(t) > aʹ͓͍ͯ

Ψn(x, t) ∝ eikn|x|−iEnt/! (S37)

ͷܗΛ͍ͯ͠Δ͸ͣͰ͢ɻ͕ͨͬͯ͠

Ψ′
n(L(t), t) = iknΨn(L(t), t), (S38)

Ψ′
n(−L(t), t) = −iknΨn(−L(t), t), (S39)

ͱͳΔͷͰɺ

[Ψn(x, t)
∗Ψ′

n(x, t)]
L(t)
−L(t) = Ψn(L(t), t)

∗Ψ′
n(L(t), t)−Ψn(−L(t), t)∗Ψ′

n(−L(t), t)

= Ψn(L(t), t)
∗(ikn)Ψn(L(t), t)−Ψn(−L(t), t)∗(−ikn)Ψn(−L(t), t)

= ikn
(
|Ψn(L(t), t)|2 + |Ψn(−L(t), t)|2

)
(S40)

ͱͳΓ·͢ɻ͜ΕΛࣜ (S36)ʹ୅ೖ͢Δͱɺࣜ (S28)ͷӈลୈ߲̍͸݁ہ

∫ L(t)

−L(t)

(
d

dt
|Ψn(x, t)|2

)
dx = −Re !kn

m

(
|Ψn(L(t), t)|2 + |Ψn(−L(t), t)|2

)
(S41)

ͱͳΓ·͢ɻ

ɺࣜʹޙ࠷ (S41)Λࣜ (S28)ͷӈลୈ߲̍ʹ୅ೖ͢Ε͹ɺͪΐ͏Ͳୈ߲̎ͱଧͪফ͠߹ͬͯ Ṅ(t) = 0ͱͳΔ͜ͱ͕Θ͔

Γ·͢ɻ͜͏ͯ͠ɺੵ෼ൣғΛ͛޿ͳ͕Β֬཰ີ౓Λੵ෼͢Δͱɺ֬཰͕อଘ͢Δ͜ͱ͕Θ͔Γ·͢ɻ

ิҨ 5. ໛ܕͷϋϛϧτχΞϯ

໛ܕͱͯ͠͸ຊจਤ 3ͷΑ͏ʹແۭؒݶʹෆ७෺͕෇ଐ͍ͯ͠ΔҰཻࢠ໛ܕΛ͑ߟ·͢ɻϋϛϧτχΞϯ͸ɺຊจਤ 3(a)

ͷ໛ܕS6, S7) ͕ύϥϝʔλ ωd, g, β ʹରͯ͠

H =

∫ ∞

−∞
dk ωk|k⟩⟨k|+ ωd|d⟩⟨d|+

∫ ∞

−∞
dk Vk (|k⟩⟨d|+ |d⟩⟨0|) (S42)

Ͱ͢ɻͨͩ͠

ωk = |k|, (S43)

Vk = g

√
β|k|

|k|+ β
(S44)

ͱ͓͖·͢ɻӈลୈ߲̍ͷ |k⟩͸ɺແݶʹ௕্͍̍࣍ݩͷঢ়ଶ |x⟩ΛϑʔϦΤมͨ͠׵ঢ়ଶͰ͢ɻୈ߲̎ͷ |d⟩͸෇ଐͯ͠
͍Δෆ७෺υοτ্ʹཻ͕ࢠଘ͍ͯ͠ࡏΔঢ়ଶͰ͢ɻୈ߲̏ͷ̍࣍ܥݩͱυοτͷؒͷΧοϓϦϯάΛϑʔϦΤٯม͢׵

Δͱɺυοτ |d⟩͔ΒϗοϓͰ͖Δͷ͸΄ͱΜͲ |x| < β−1 ෇ۙͷঢ়ଶ |x⟩͚ͩͰ͋Δ͜ͱ͕Θ͔Γ·͢ʢਤ S1ʣɻ
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ਤ S1: ࣜ (S44) ͷϑʔϦΤٯม׵ Vx ͷ࣮ۭؒදࣔʢͨͩ͠ β = 1ʣɻݪ఺ x = 0 Ͱ͸ൃࢄɻ

·ͨɺຊจਤ 3(b)ͷ໛ܕS8, S9, S10) ͕ύϥϝʔλ εd ͱ gʹରͯ͠

H = −t
∞∑

x=−∞
(|x+ 1⟩⟨x|+ |x⟩⟨x+ 1|) + εd|d⟩⟨d|+ g (|0⟩⟨d|+ |d⟩⟨0|) (S45)

Ͱ͢ɻ͜͜Ͱ |x⟩͸ཻ͕ࢠແݶʹ௕্͍࠯ͷαΠτ xʹଘ͍ͯ͠ࡏΔঢ়ଶɺ|d⟩͸෇ଐ͍ͯ͠Δෆ७෺υοτ্ʹཻ͕ࢠଘ
ͷϗοϐϯάΛɺୈ߲͕̎෇ଐ͍ͯ͠Δෆ७෺ͷԽֶϙςϯγϟϧΛɺ্࠯௕͍ʹݶΔঢ়ଶͰ͢ɻӈลୈ߲͕̍ແ͍ͯ͠ࡏ

ୈ߲͕̏ෆ७෺αΠτͱ্࠯ͷαΠτ 0ͷؒͷϗοϐϯάΛද͍ͯ͠·͢ɻ

ิҨ 6. ଘ֬཰࢒ P (t)͕ؔۮ਺Ͱ͋Δ͜ͱͷূ໌

ଘ֬཰࢒

P (t) = |A(t)|2 , ͨͩ͠ A(t) = ⟨d|e−iHt|d⟩, (S46)

͕ tʹؔͯؔ͠ۮ਺Ͱ͋Δ͜ͱΛূ໌͠·͠ΐ͏ɻ࣌ؒ൓సૢ࡞ T ͕ T 2 = 1Ͱ͋Δͱ͢Δͱ

A(t) = ⟨d|T 2e−iHt|d⟩ (S47)

Ͱ͢ɻʢ࣌ؒ൓సૢ͕࡞ T 2 = −1Ͱ͋Δ৔߹΋͑ߟΒΕ·͕͢ɺ࢒ଘ֬཰ P (t)ʹ͸Ө͠ڹ·ͤΜɻʣ

ͱ͜ΖͰɺϋϛϧτχΞϯ (S42)΋ (S45)͸࣌ؒ൓సରশͳͷͰ [H,T ] = 0Ͱ͢ɻ·ͨঢ়ଶ |d⟩΋࣌ؒ൓సૢ࡞ T ʹΑͬ

ͯෆมͳͷͰ T |d⟩ = |d⟩Ͱ͢ɻͦͷͨΊS10)

Te−iHt|d⟩ = eiHtT |d⟩ = eiHt|d⟩ = |ψ(−t)⟩ (S48)

ͱͳΓ·͢ɻ͜͜Ͱɺ࣌ؒ൓సૢ࡞ T ͸ྔֶྗࢠʹ͓͍ͯෳૉڞ໾Λ൐͏͜ͱʹ஫ҙͯ͠Լ͍͞ɻ͜ͷ͜ͱ͔Β

P (t) = |⟨ψ(0)|ψ(t)⟩|2 = |⟨ψ(0)|ψ(−t)⟩|2 = P (−t) (S49)

͕ಋ͔Ε·͢ʢຊจਤ 4ͷ੨࣮ઢʣɻ

ࠁ࣌ t = 0Ͱͷঢ়ଶ͕࣌ؒ൓సରশͰ͋Ε͹ɺิҨ 6ͷٞ࿦͸ͦͷ··੒ཱ͠·͢ɻྫ͑͹࣌ࠁ t = 0Ͱ

|ψ(0)⟩ = |d0⟩ ≡ 1√
2
(|d⟩+ |0⟩) (S50)

ͱͨ͠ͱ͖ͷ࢒ଘ֬཰Λਤ S2ʹࣔ͠·ͨ͠ɻ͜ͷঢ়ଶ͔ΒͰ΋ t > 0Ͱ͸่յ͠ɺt < 0Ͱ͸੒௕͍ͯ͠Δ͜ͱʹ஫໨͠

ͯԼ͍͞ɻ

ࠁɺ࣌ʹٯ t = 0Ͱͷঢ়ଶ |ψ(0)⟩Λ࣌ؒ൓సରশͰͳ͍ঢ়ଶʹͱΔͱɺҰൠʹ͸ P (t)͸ؔۮ਺Ͱ͸ͳ͘ͳΓ·͢ɻۃ୺

ʹ͸ɺt0 ̸= 0ʹରͯ͠

|ψ(0)⟩ = e−iHt0 |d⟩ (S51)

Λ࣌ࠁ t = 0Ͱͷঢ়ଶʹ͢Δͱɺ໌Β͔ʹ࢒ଘ֬཰͸ؔۮ਺Ͱ͸͋Γ·ͤΜɻ
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ਤ S2: ࠁ࣌ t = 0 Ͱঢ়ଶ (S50) ΛͱΔͱͨ͠ͱ͖ͷ࢒ଘ֬཰ͷ࣌ؒมԽɻ
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