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1 混合状態に対する連続測定
Hを量子系 Sの状態の可分な複素ヒルベルト空間であるとし，Hの
次元を d(≤ ∞)とする．B(H),C(H),T(H),S(H) をそれぞれH上の
有界作用素，コンパクト作用素，トレースクラス作用素，密度作用素
の全体からなる集合とする．トレースノルムを ∥ · ∥1 := Tr| · |とする．
量子系 Sのハミルトニアンが自己共役作用素H で表されているとし，
D(H)でHの定義域を表すことにする．

1. （ユニタリチャンネル）H上のユニタリ作用素 U に対して，

EUρ := UρU∗, ∀ρ ∈ S(H).

特に，Et := Ee−itH と略記．

2. （射影チャンネル）P := {Pn}nをPm ⊥ Pn (m ̸= n), I =
∑

n Pn

を満たすH上の射影作用素の族とする．このとき，

EPρ :=
∑
n

PnρPn, ∀ρ ∈ S(H).

量子系 Sの状態 ρ ∈ S(H)を任意に一つ固定する．

ρ =
d∑

n=1

λn|Ψn⟩⟨Ψn| (1.1)

を ρのシャッテン分解（の一つ）とする．ただし，λnは多重度も込めて
考え，{Ψn}dn=1がHの完全正規直交系 (CONS)となるようにしておく．
任意に時刻 τ > 0を一つ固定する．分解 (1.1)に対し，{Ψn(t)}dn=1を

Ψn(0) = Ψn (1 ≤ ∀n ≤ d) を満たす，時刻パラメータ t ∈ [0, τ ]を持つ
HのCONSであるとし，P(t) := {|Ψn(t)⟩⟨Ψn(t)|}n とする．
∆を区間 [0, τ ]の任意の分割で∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = τ

であるものとし，k = 1, · · · , N に対して ∆k := tk − tk−1, |∆| :=

max1≤k≤N ∆k とおく．ρ∆(τ) ∈ S(H) を次のように定義する：

ρ∆(τ) := EP(tN ) ◦ E∆N
◦ EP(tN−1) ◦ E∆N−1

◦ · · · ◦ EP(t1) ◦ E∆1ρ. (1.2)

ρ∆(τ) は，物理的には ∆ の各分点で，それぞれ射影作用素の族
P(t1), · · · ,P(tN) による量子測定を行ったときの終状態である．
直接計算により，次式がわかる：

ρ∆(τ) =
∑
k

λ∆,k |Ψk(τ)⟩⟨Ψk(τ)| ,

λ∆,k :=
∑

k0,··· ,kN−1

λk0

N∏
j=1

∣∣⟨Ψkj(tj), e
−i∆jHΨkj−1

(tj−1)⟩
∣∣2 . (kN = k).

1.1 各点収束
定理 1.1 ある k ∈ Nが存在し，以下の条件を満たすと仮定する：

∀λ ∈ [0, τ ], Ψk(λ) ∈ D(H), (1.3)

ξk := sup
0≤λ≤t

∥HΨk(λ)∥ < ∞, (1.4)

ηk := sup
λ,ν∈[0,t]

λ̸=ν

∥Ψk(λ)−Ψk(ν)∥
|λ− ν|

< ∞, (1.5)

lim
|∆|→0

N∑
j=1

Re ⟨Ψk(tj)−Ψk(tj−1),Ψk(tj−1)⟩ = 0. (1.6)

このとき，lim|∆|→0 λ∆,k = λk. が成り立つ．

系 1.2 ある k ∈ Nが存在し，以下の条件を満たすとする：

Ψk(·) : [0, τ ] → Hは強微分可能, (1.7)

∀λ ∈ [0, τ ], Ψk(λ) ∈ D(H), (1.8)

ξk < ∞, (1.9)

sup
0≤λ≤τ

∥Ψ′
k(λ)∥ < ∞. (1.10)

このとき，lim|∆|→0 λ∆,k = λk が成り立つ．

1.2 トレースノルム収束
分解 (1.1)で与えられる ρ に対して，ρ(t)を次のように定義する：

ρ(t) :=
∑
n

λn|Ψn(t)⟩⟨Ψn(t)|, ∀t ∈ [0, τ ]. (1.11)

定理 1.3 λk > 0なる任意の k ∈ Nに対して定理 1.1の仮定 (1.3)–(1.6)

が満たされているとする．このとき，次式が成り立つ：

lim
|∆|→0

∥ρ∆(τ)− ρ(τ)∥1 = 0. (1.12)

系 1.4 λk > 0なる任意の k ∈ Nに対して系 1.2の仮定 (1.7)–(1.10)が
満たされているとすると，lim|∆|→0 ∥ρ∆(τ)− ρ(τ)∥1 = 0．

d < ∞の場合，任意の初期状態に対して測定の方法を工夫すること
により，任意のユニタリチャンネルを連続測定によって近似できる．

1.3 量子ゼノン効果 (QZE)への応用
λk > 0なる任意のk ∈ Nに対してΨk ∈ D(H)かつΨk(λ) = Ψk (∀λ ∈

[0, τ ]) であるとすると，定理 1.3により lim|∆|→0 ∥ρ∆(τ)− ρ(τ)∥1 = 0．

2 フォン・ノイマン(v.N.)エントロピーの収束
関数 φ : [0,∞) → [0,∞)を φ(λ) := −λ log λ により定義する．ただ

し，φ(0) := 0．S(ρ)を ρ ∈ Sに対する v.N.エントロピーとする．
d < ∞のとき，v.N.エントロピーはトレースノルムに対して連続で

あるが，d = ∞のとき，一般に v.N.エントロピーはトレースノルムに
関して連続とは限らない．以下では，dimH = ∞であるとする．

定理 2.1 任意の k ∈ Nに対して (1.3)–(1.5)が成り立ち，λk > 0なる
任意の k ∈ Nに対して (1.6)が成り立つと仮定．さらに，次を仮定：

ξk → 0, ηk → 0 (k → ∞), (2.1)

S(ρ) < ∞,
∑
k

φ(ξ2k) < ∞,
∑
k

φ(η2k) < ∞. (2.2)

このとき，lim|∆|→0 S(ρ∆(τ)) = S(ρ(τ)) = S(ρ) が成り立つ．

注意 2.2 H ∈ B(H), ξk → 0,
∑

k φ(ξ
2
k) < ∞ ⇒ φ(H2) ∈ T(H)．

例 2.3 物理量AがHに関する保存量であるとし，かつA,H ∈ C(H)

であるとする．さらに，次の条件が満たされているとする：

∀k ∈ N, ∀λ ∈ [0, τ ], Ψk(λ) = e−iλAΨk, S(ρ) < ∞,∑
k

φ(∥HΨk∥2) < ∞,
∑
k

φ(∥AΨk∥2) < ∞.

このとき，定理 2.1の仮定を満たすので，lim|∆|→0 S(ρ∆(τ)) = S(ρ).

A = 0のとき，QZEに対する v.N.エントロピーの収束条件を得る：

H ∈ C(H), Ψk(λ) = Ψk (∀k ∈ N, ∀λ ∈ [0, τ ]),

S(ρ) < ∞,
∑

k φ(∥HΨk∥2) < ∞

}
⇒ lim

|∆|→0
S(ρ∆(τ)) = S(ρ).
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