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はじめに

▶ 問題意識
▶ 3元微分形式による電磁気学
▶ 構成方程式と真空インピーダンス
▶ 真空インピーダンスの物理的意味
▶ ミンコフスキー空間における電磁気学
▶ 一般座標系における電磁気学
▶ 一般相対論と電磁気学の構造的アナロジー
▶ ブラックホールの時空構造
▶ 事象の地平のインピーダンス
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問題意識
▶ 電磁気学は 4元単位系 (SI) の方が自然な記述が可能である.

▶ 4種類の場 (E, B, D, H) の役割が明確 (特に時間・空間次元).

E
SI∼ V/m, B

SI∼ V s/m2, H
SI∼ A/m, D

SI∼ As/m2

▶ 半整数次元が現れない. e.g., E
G∼
√
dyn/cm

▶ 重要な物理定数である Z0 が明示される. ガウス単位系では Z0
G
= 1.

▶ しかし, (理論)物理の多くの問題は, 3元単位系 (ガウス単位系) ある
いは, さらに正規化で次元を下げた単位系 (自然単位系) で記述され
ている.

▶ ブラックホール (BH) の事象の地平の面抵抗が Z0 であるという説
がある. しかし, (advancedな) 理論展開には, ｛ガウス, 自然｝単位
系が用いられている.

▶ BH の電磁気学を 4元単位系で書き直せば, 理解が進む可能性がある.
— 白黒写真をカラー化する作業
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佐藤文隆先生の単位本
▶ 物理的考察や文明論など示唆に富んだモノグラフ

— ありがちな規格書の解説ではない
▶ 理論家らしからぬ、実験や工学への深い理解

— 2018年の SI改訂を予感させる内容

「電子質量を kg で表す気がしれない！」？？？

▶ ただし、電磁気の単位系部分にやや難あり
▶ 2018年 SI改訂を踏まえて増訂版を作成

(電磁気パートは北野が主に担当)
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正誤表 (7ページ)

「正誤表から出た新刊」
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新 SI単位と電磁気学

2018年 6月刊行
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新単位本の目次

1. 物理学と単位系

2. 国際単位系 SI

3. 単位系を定義する現象

4. 電磁気の単位とマクスウェル方程式

5. 電磁気の単位系の進化と単位系間の変換

6. 単位系余話

7. 単位系の数理構造

8. 諸定数表
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真空インピーダンスの意味

▶ 共同執筆中, 議論の多くは「真空インピーダンスは何を表しているの
か？」に集中し, 多くのページを費やした.

▶ さまざまな観点や, 登場例を通して, より本質に迫ったつもり.

▶ ただし, 真空という媒質の「何？」を表しているかについては, 議論
がまとまらず. (i) (システム, 非局所, 境界条件)-派　 (ii) 局所派.

▶ 刊行後, ブラックホールの事象の地平のインピーダンスが 377Ω と
いう議論があることを知る.
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電磁気の定数

時空構造定数

c0 =
1

√
µ0ε0

電気定数 ε0 =
1

c0Z0
+ 磁気定数 µ0 =

Z0

c0
電磁構造定数

Z0 =

√
µ0

ε0

表紙のデザインに採用
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真空インピーダンスの物理的意味

▶ 平面電磁波の E と H の比.

▶ アンテナのインピーダンス　∼ (λ/L)Z0.
特に, 自己補対アンテナの場合は = Z0/2. 　　

▶ 真空の半空間は面抵抗率 Z0 の膜と等価.

▶ 回路で使用する抵抗は Z0 から大きく離れない
▶ 共振器の Q 値の抵抗依存性 dQ/dR ∼ Z−1

0

▶ von Klizing 定数 (量子ホール効果) RK Z0/2RK = α ∼ 1/137
(微細構造定数).

▶ プランク電荷: qP =
√

2h/Z0

▶ ブラックホール（事象の地平）の面抵抗率: Z0 (?)

▶ ...

Z0 の重要性, 必然性が腑に落ちる説明を探索中
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インピーダンス（抵抗）に関する思い込み

▶ テスター（抵抗レンジ）で電池の内部抵抗が測れる？

▶ 内部抵抗は等価的なもので, 通常の抵抗体が中にあるわけではない.

▶ 分離できない電源と抵抗
▶ 内部抵抗の測定には工夫が必要
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振動系のインピーダンス
▶ 硬いバネに大きい質量を吊るした場合と柔らかいバネに小さい質量
を吊るした場合の違いは何か. 共振周波数 ωi =

√
ki/mi (i = 1, 2)

▶ k1/m1 = k2/m2 なら, ω1 = ω2

▶ 振動子としての性格は異なるはずである.

▶ 違いを示すのが, 振動系インピーダンス

Zm,i =
√

kimi
SI∼ kg/s (= pmax,i/xmax,i)

m1
m2

k1 k2
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バネ振動系の方程式
▶ バネの状態変数: (x, f),　のびと復元力,
おもりの状態変数: (p, v), 運動量と速度.

xf
SI∼ J, pv

SI∼ J: 相補 (共役)性
▶ 構造方程式：

x = k−1f, k
SI∼ N/m：バネ定数

p = mv, m
SI∼ kg：質量

▶ 運動方程式:

dx

dt
= v,

dp

dt
= −f

▶ 拙速に 3つ変数を消去して, d2x/dt2 = −ω2
0x とするのは問題. 構造

定数は 2つある (k と m) のに, ここには 1つのパラメータ

ω0 =
√
k/m

SI∼ 1/s しか含まれない.

北野 (京大) ブラックホールのインピーダンス 2018.10.6–7 13 / 40



バネ振動子のモードによる解法
▶ 各系の変数を一つずつ消去して

df

dt
= kv,

dv

dt
= −m−1f

▶ モード変数：g± := f ± iZmv

dg±
dt

= ∓iω0g±

Zm :=
√
km

SI∼ kg/s は振動系のインピーダンス.
▶ 解は, g±(t) = A±e

∓iω0t より,

f(t) = A cos(ω0t+ ϕ), v(t) = − A

Zm
sin(ω0t+ ϕ)

▶ インピーダンスは振幅比を与える.

Zm =
fmax

vmax
=

pmax

xmax
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振動系の一般的様相

▶ (単純な)振動系は, 4つの動的変数と 2つの構造定数で記述される.

動的変数 構造定数
バネ振動子 (x, f, p, v) (k−1,m)
LC共振器 (Q,V,Φ, V ) (C,L)
· · ·
電磁場 (D,E,B,H) (ε0, µ0)

▶ 構造定数から, 固有振動数（速度）とインピーダンスが求められる.

▶ 固有周波数 ω0 だけを求めて満足するのは, 量子論で固有エネルギー
を求めて, 固有状態の波動関数に関心を示さないのと同じである.

▶ 電磁気学において, D, H を軽視（補助場扱い）したり, Z0 を重要な
定数と思わないのは, 不合理である.
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真空半空間
▶ 薄い抵抗体でできた幅 w, 長さ l の矩形の抵抗器の抵抗

R(w, l) = ζ
l

w

SI∼ Ω

ζ
SI∼ Ω は面抵抗率. (次元は抵抗と同じ)

▶ 面抵抗 ζ の膜と真空 (Z0)の半空間は, Z1 = ζ ∥ Z0 のインピーダン
スの半空間と等価 (反射係数)

▶ 真空の半空間は面抵抗 Z0 の膜と等価. 「取り外せない真空」
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アンテナのインピーダンス
▶ 長さ L のダイポールアンテナのインピーダンス

R(L) =
L

λ
Z0

▶ 自己補対アンテナのインピーダンス (真空と完全結合)

Rsc =
Z0

2

　

北野 (京大) ブラックホールのインピーダンス 2018.10.6–7 17 / 40



電磁気学の定式化

▶ 多元量の扱い
1. ベクトル・スカラー
2. テンソル
3. 微分形式（反対称共変テンソル）
4. その他　 (4元数, Geometric Algebra, ...)

1. は単純化しすぎ (成分の数だけで分類); 2. は一般的すぎる; 3. は
幾何学を反映していて分かりやすい; 4. は一般性に欠ける.

▶ 独立変数の選択
1. ポテンシャル派: ϕ, A
2. 2場（力場）重視: E, B
3. 4場均等: E, B, D, H

1., 2. はガウス単位系の影響; 3. が望ましい. 相対論では F , G に
統合.
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微分形式 — 反対称 (共変)テンソル
▶ 1形式 (1階テンソル) はE3 から実数 R への線形変換. E3 は 3次元
ユークリッド空間.

▶ 電場 E は dx ∈ E3 と電位 ϕ ∈ R を線形的に関係づけている.

ϕ = E · dx, E · (αdx+ βdy) = α(E · dx) + β(E · dy)

▶ テンソルは添字付記号のことではない. そう見えるのは成分表示
dx =

∑
i dx

iei の結果.

ϕ = E ·

(∑
i

dxiei

)
=
∑
i

(E · ei)dxi =
∑
i

Eidx
i

▶ 双対基底 (ej), ej · ei = δji を用いて展開できる.

E =
∑
j

Eje
j ∈ E3

∗(双対空間)

▶ ユークリッド基底では上添字、下添字に区別は無用.
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2形式
▶ 2形式 (2階反対称テンソル) はE3

2 から実数 R への双線形変換.
▶ 磁束密度 B は dx, dy ∈ E3 と磁束 φ ∈ R を線形的に関係づけて
いる.

Φ = B : dxdy= B · (dx× dy), dx, dy について線形

▶ 反線形
B : dydx = −B : dxdy または, B : dxdx = 0

▶ 成分表示

B :

(∑
i

dxiei

)∑
j

dyjej

 =
∑
i,j

(B : eiej)dx
idyj =

∑
i,j

Bijdx
idyj

▶ 双対基底 (ej) を用いて展開できる.

B =
∑
i,j

Bije
iej =

∑
i>j

Bije
i ∧ ej , ei ∧ ej := eiej − ejei
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3形式
▶ 3形式 (3階反対称テンソル) はE3

3 から実数 R への 3重線形変換.
▶ 電荷密度 R は dx, dy,dz ∈ E3 と電荷 Q ∈ R を線形的に関係づけ
ている.

Q = R ··· dxdydz= ρ(dx× dy) · dz, dx, dy, dz について線形

▶ 反線形
R ··· dydxdz = −R ··· dxdydz, . . . または, R : dxdxdz = 0, . . .

▶ 成分表示

Q = R ···

(∑
i

dxiei

)∑
j

dyjej

(∑
k

dykek

)
=
∑
ijk

Rijkdx
idyjdzk

▶ 双対基底 (ej) を用いて展開できる.

R =
∑
i,j,k

Rijke
iejek = R123e

1 ∧ e2 ∧ e3, ei ∧ ej ∧ ek := e[iejek]
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場の階数による分類と電磁方程式

階数 ポテンシャル 　力場　 　源場　 　　源　　
０　　　 ϕ
１ A E H
２ B D J
３ R
　　 　　　　 　　　　　　　　　　　

dϕ+ ∂tA = −E
dA = B dH − ∂tD = J

dD = R

0 = dE + ∂tB
0 = dB

dJ + ∂tR = 0
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真空の構成方程式
▶ E と D, B と H の関係は, ホッジの星型演算子 ∗ を用いて

E = ε−1
0 (∗D) 成分では Ei = ε−1

0
1
2ϵijkDjk

B = µ0(∗H) 成分では Bij = µ0ϵijkHk

ここで,

ϵijk =


1 (i, j, k :サイクリック)

−1 (反サイクリック)

0 (その他)

▶ 構成方程式は単なる比例関係ではない.

▶ n階のテンソルのパリティは (−1)n である. これに従わないものは
擬テンソルと呼ばれる. ϵijk, D, H はいずれも擬テンソル. すなわ
ち, E, D は奇, B, H は偶である.
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構成方程式と物理定数

▶ ガウス系とは異なり, SI の電磁方程式に光速 c0 は明示的には表れ
ない.

▶ 相対論を考慮して構成方程式を以下のように書き直す.

E = Z0 ∗(c0D), (c0B) = Z0 ∗H

ここに光速 c0, 真空のインピーダンス Z0 が現れる:

c0 =
1

√
µ0ε0

, Z0 =

√
µ0

ε0

▶ 真空のインピーダンス Z0 は光速に匹敵する, 重要な物理定数である.
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電磁方程式の 4元化
▶ 基底 (e0, e1, e2, e3), 双対基底 (e0, e1, e2, e3)

縮約： eα · eβ = δαβ ,

内積： (eα, eβ) = g : eαeβ = gαβ = diag(−1, 1, 1, 1)

▶ 4元ベクトル x = (c0t)e0 + xiei = xαeα
▶ ポテンシャル

V = ϕe0 − c0A

▶ F場テンソル, S場テンソル

F = E ∧ e0 + c0B, G = −H ∧ e0 + c0D

▶ 電荷・電流密度テンソル

J = J ∧ e0 + c0R
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電磁方程式の 4元化 (2)

▶ 微分方程式 (dd = 0)

− dV = F

dF = 0

dG = R
dR = 0

▶ 構成方程式 (∗∗ = −1, Y0 = 1/Z0)

F = Z0 ∗G , G = −Y0 ∗F
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電磁気学の構造 2018.12.15 に修正

0 Λ (gauge)

1 V (potential)

2 F (f-field) G (s-field) F ⊗G

3 0 J (current)
←−
S (Poynting)

←−
T (energy)

4 0
←−
f (force)

(d)

d

d

Z0∗

d

d

c−1
0

A3

d
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重力方程式の構造 2018.12.15 に修正

0 g (gauge)

1
←→
Ω (connection)

2
←→
R (curvature) G

3 0 0
←−
G (Einstein)

←−
T (energy)

4 0

(d)

d

d

g, ∗( )∗

A3
A3

G/c40

d
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Gravitation から

Misner et al.: Gravitation p. 370.
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Gravitation から

Misner et al.: Gravitation p. 371.
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重力の真空インピーダンス ZG (仮)

▶ Gravito-electromagnetism (線形近似)　の枠組み

εG := 1/G

µG := G/c20

ZG := G/c0
SI∼ J s/kg2

▶ Z0
SI∼ J s/C2
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ブラックホールの計量と電磁定数
▶ 質量 M に対する Schwarzschild 半径: rS := 2(G/c20)M
▶ (空間)点対称, 静的な重力場を極座標 (c0t, r, θ, ϕ) で表した場合の計
量 (Schwarzschild計量) は

ds2 = −
(
1− rS

r

)
c20dt

2 +
(
1− rS

r

)−1
dr2 + r2dΩ2

ただし, dΩ2 := dθ2 + sin2 θdφ2.
▶ r = rS (事象の地平) で, gtt = 0, grr =∞ となる. 特異性を軽減する
ために,半径方向の座標を変更する (r ≥ rS);

ρ :=

∫ r

rS

(
1− rS

r′

)−1/2
dr′ = r

√
1− rS

r
+ rS tanh

−1

√
1− rS

r

▶ 新たな計量は

ds2 = −
(
1− rS

r(ρ)

)
c20dt

2 + 1dρ2 + r2(ρ)dΩ2
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▶ 地平線の外側近くでは, ρ ∼ 2
√

rS(r − rS) と近似できるので,

ds2 = − (ρ/2rS)
2 c20dt

2 + dρ2 + r2SdΩ
2

▶ 半径に直交する 2次元については, x ∼ rSθ cosφ, y ∼ rSθ sinφ
(θ ≪ 1) とすれば

ds2 = − (ρ/2rS)
2 c20dt

2 + dρ2 + dx2 + dy2

▶ さらに, Rindler変換 c0T = ρ sinh
c0t

2rS
, z = ρ cosh

c0t

2rS
を行うと,

Minkowski 計量に帰着する:

ds2 = −c20dT 2 + dz2 + dx2 + dy2

▶ この座標変換は一定加速度 a = c20/(2rS) = c40/(4GM) で中心に近づ
き, 遠ざかる観測者の系に移ることに対応する.

▶ 本質的に（局所的には）平坦な状況だといえる.
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構成方程式（成分表示）

▶ 2つのテンソルを関係づけるには, 行列要素の入れ替えが必要.

(Fαβ) =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 c0Bz −c0By

Ey −c0Bz 0 c0Bx

Ez c0By −c0By 0



(Gαβ) =


0 Hx Hy Hz

−Hx 0 −c0Dz c0Dy

−Hy c0Dz 0 −c0Dx

−Hz −c0Dy c0Dy 0


▶ Hodgeの星型作用素を具体的に表すと,

Fαβ = (Z0/2)ϵαβ
γδGγδ = (Z0/2)gαµgβνϵ

µνγδGγδ

▶ 計量の効果は, 構成方程式に閉じ込められている.
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一般座標系における電磁方程式

▶ ミンコフスキー空間における電磁方程式:

F[αβ,γ] = 0, G[αβ,γ] = 6Jαβγ

▶ 一般座標では計量テンソル g(x) が時間, 空間に依存する. 場の微分
においては接続を考慮した,「共変微分」を考える必要がある.

▶ ベクトル場 V の共変微分

Vα;β = Vα,β + Γ γ
αβVγ (Vα,β は通常の微分)

計量 g による接続 Γ γ
αβ = gγµ(gµα,β + gµβ,α − gαβ,µ)/2 の表現から,

α, β について対称なので, 反対称化した外微分は接続の影響を受け
ないことが分かる: V[α;β] = V[α,β].

▶ 外微分で表された電磁方程式（微分方程式）は接続の影響を受け
ない.
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一般座標系における構成方程式
▶ ミンコフスキー空間における量に ’̄ ’ をつけて表す.
基底を (ē0, ē1, ē2, ē3) とおき, 構成方程式を成分で書くと,

F̄αβ =
Z0

2
ḡαµḡβν ϵ̄

µνγδḠγδ

ḡαβ = diag(−1, 1, 1, 1), ϵ̄µνγδ = [µνγδ]

▶ 基底の変換 eα(P ) = Lα
β(P )ēβ, e

α(P ) = (L−1)αβ(P )ēβ

▶ g = gαβe
αeβ = ḡαβ ē

αēβ から, gαβ(P ) = ḡµνL
µ
α(P )Lν

β(P ).

▶ ϵµνγδ = [µνγδ]/
√
−g, g = det[gαβ].

▶ 新しい基底では

Fαβ =
Z0

2
gαµgβνϵ

µνγδGγδ =
Z0

2

gαµgβν√
−g

[µνγδ]Gγδ

▶ 計量の影響は構成方程式に局限されている.
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一般座標系における構成方程式 (2)

▶ 基底のスケール変換 eα = hαēi (α = 0, 1, 2, 3), eα = ēα/hα.

▶ 計量: gαβ = h2αḡαβ.

▶ (双対)体積要素: ϵµνγδ = (h0h1h2h3)
−1[µνγδ],

▶ 新しい基底では

Fαβ =
Z0

2

∑
µν

∑
γδ

h2αh
2
β√
−g

ḡαµḡβν [µνγδ]Gγδ

=
Z0

2

∑
γδ

h2αh
2
β√
−g

σ(α)σ(β)[αβγδ]Gγδ

ただし, σ(α) := (1− 2δ0α).
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一般座標系における構成方程式 (3)

▶ (α, β) = (0, i), あるいは (α, β) = (j, k) (i, j, k = 1, 2, 3) の場合:

F0i = −Z0
h0hi
hjhk

Gjk, Fjk = Z0
hjhk
h0hi

G0i, ϵijk = 1

▶ 具体的に書くと,

E1 = −F01 = Z0
h0h1
h2h3

G23 = Z0
h0h1
h2h3

(c0D1)

c0B1 = F23 = Z0
h2h3
h1h0

G01 = Z0
h2h3
h1h0

(−H1)

▶ 誘電率テンソル [ε], 透磁率テンソル [µ] は

[ε]

ε0
=

[µ]

µ0
= [1 + χ] =

h2h3
h0h1

e1e1 +
h3h1
h0h2

e2e2 +
h1h2
h0h3

e3e3

▶ 比例関係 [µ] = Z2
0 [ε] を満たしており, インピーダンス整合がとれて

おり反射はない.
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ブラックホールの計量

▶ Schwarzschild計量: h0 = h−1
3 ̸= 1, h1 = h2 = 1

ds2 ∼ −
(
1− rS

r

)
c20dt

2 +
(
1− rS

r

)−1
dr2 + dx2 + dy2

[1 + χ] = e3e3 + h−2
0 (e1e1 + e2e2) 1軸異方性

▶ Rindler計量: h0 ̸= 1, h3 = h1 = h2 = 1

ds2 = −
(

ρ

2rS

)2

c20dt
2 + dρ2 + dx2 + dy2

[1 + χ] = h−1
0 (e3e3 + e1e1 + e2e2) = h−1

0 [ 1 ] 等方的

▶ いずれの場合も, 誘電率, 透磁率, 2つのテンソルが連動して変化する
ので, 無反射条件はつねに満たされている.

北野 (京大) ブラックホールのインピーダンス 2018.10.6–7 39 / 40



まとめにかえて

▶ 真空インピーダンスの意味をさらに問い続ける
▶ 事象の地平の電磁的性質をさらに調べる
▶ 電磁気学と重力理論の（微分形式的）アナロジを追及する
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